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Резюме: Исследуется одна краевая задача для уравнения Буссинеска шестого 

порядка с двойной дисперсией и интегральных условий . Сначала исходная задача 

сводится к эквивалентной задаче, для которой доказывается теорема существования 

и единственности решения. Далее, пользуясь этими фактами, доказываются 

существование и единственность классического решения исходной задачи. 
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1. Введение. Математическое моделирование многих процессов, 

происходящих в реальном мире, приводит к изучению краевых задач для 

уравнений в частных производных. Поэтому теория краевых  задач в 

настоящее время является одним из важнейших разделов теории 

дифференциальных уравнений. С точки зрения физических приложений 

представляют большой интерес и дифференциальные уравнения четвертого 

порядка .   

Современные проблемы естествознания приводят к необходимости 

обобщения классических задач математической физики, а также к постановке 

качественно новых задач, к которым можно отнести нелокальные задачи для 

дифференциальных уравнений. Среди нелокальных задач большой интерес 

представляют задачи с интегральными условиями. Нелокальные 

интегральные условия описывают поведение решения во внутренних точках 

области в виде некоторого среднего. Такого рода интегральные условия 

встречаются при исследовании физических явлений в случае, когда граница 

области протекания процесса недоступна для непосредственных измерений. 

Примером могут служить задачи, возникающие при исследовании диффузии 

частиц в турбулентной плазме [6], процессов распространения тепла [1, 4], 

процесса  влагопереноса в капиллярно-простых средах [5], а также при 

исследовании некоторых обратных задач математической физики. 
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2. Постановка задачи и её сведение к эквивалентной задаче. 
Рассмотрим уравнение [2] 

),(),(),(),(),(),( txftxutxutxutxutxu ttxxxxxxxxttxxxxtt          (1) 

в области  TtxtxDT  0,10:),(  и поставим для него краевую 

задачу с нелокальными  начальными условиями 

                       

,)10()(),()()0,(),(),()()0,(
0

2

0

1   xxdttxutPxuxdttxutPxu

T

t

T

 (2) 

граничными  условиями типа Неймана  

)0(0),0(,0),1(,0),0( Tttututu xxxxx                       (3) 

  и нелокальным  интегральным условием   

                             ),0(0),(

1

0

Ttdxtxu                                                   (4) 

Где  ),(),(),(,)(,)( 11 txfxxtPtP  -заданные функции, а ),( txu -искомая 

функция. 

Определение. Под классическим решением задачи (1)-(4) понимаем 

функцию ),( txu , непрерывную в замкнутой области TD  вместе со всеми  

своими производными, входящими в уравнение (1)  и удовлетворяющую 

условиям (1)-(4) в обычном смысле. 

Справедлива следующая 
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)(),( TDCtxf  , )0(0),(

1

0

Ttdxtxf  . 

Тогда  задача нахождения классического решения задачи (1)-(4) 

эквивалентна задаче определения функций  ),( txu ,  из (1)-( 3),  

                ).0(0),1( Tttuxxx                                                     (5) 

       Доказательство. Пусть ),( txu  является классическим решением 

задачи (1)-( 4). Интегрируем уравнение (1) от 0  до 1  по x , имеем: 

 ),0(),1()),0(),1((),(

1

0

2

2

tutututudxtxu
td

d
xxxxxxttxttx  

                         

1

0

),(),0(),1( dxtxftutu ttxxxttxxx .                                 (6) 

Отсюда, с учётом  )0(0),(

1

0

Ttdxtxf  , (3) и (4)     имеем: 

)0(0),1(),1( Tttutu xxxttxxx   

или 

)0(0)()( Tttyty  ,                                  (7) 

где 

                               )0(),1()( Tttuty xxx   .                                (8) 

Легко видеть, что общее решение имеет вид: 

               .)0(sincos)( 21 TttCtCty                                     (9) 

 Теперь ,с учетом  ,0)1(   0)1(   , находим: 

,0)1(),1()()0,1()()()0(
0

1
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1   
T
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2   
T
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T
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Далее, из (9) и (10) получаем: 
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
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. 

Так как  0D  из система находим: 021 CC . Подставляя 

021 CC  в (9) , получаем: )0(0)( Ttty  . Из (8) легко приходим к 

выполнению (5). 

Теперь, предположим, что  ),( txu  является решением задачи (1)- (3),  

(5).  

Тогда из (6), с учетом (3), (5), имеем: 

0)(  ty   )0( Tt  ,                                                (11) 

где 


1

0

),()( dxtxuty  )0( Tt  .                                                  (12) 

В силу (2) и  0)(

1

0

 dxx  , 0)(

1

0

 dxx , получаем: 
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1

0
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1
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0
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T

t

T

         (13) 

Общее решение имеет вид: 

          .)0()( 21 TtCtCty                                                            (14) 

Далее, из (13) и (14) получаем:    
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. 

Так как  01 D  из система находим: 021 CC . Подставляя 

021 CC  в (14) , получаем: )0(0)( Ttty  . Отсюда, в силу (12), 

легко приходим к выполнению (4). Лемма доказана.  

 

3. Единственность решения задачи. 
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Теорема 1. Если )0(0)()( 21 TttPtP  ,  тогда задача (1)-(3),(5) 

не может иметь более одного решения, т.е. если задача (1)-(3),(5) имеет 

решение, то оно единственно. 

 Доказательство. Допустим, что существуют два решения 

рассматриваемой задачи: ),(1 txu  , ),(2 txu и рассмотрим разность 

),(),(),( 21 txutxutxv  .  

 Функция ),( txv , очевидно, что удовлетворяет однородному 

уравнению 

0),(),(),(),(),(  txutxutxutxutxu ttxxxxxxxxttxxxxtt                       (15) 

и условиям: 

                      

)0(0),1(,0),0(,0),1(,0),0( Tttutututu xxxxxxxx  ,           (16) 

)10(),()()0,(,),()()0,(
0

2

0

1   xdttxvtPxvdttxvtPxv

T

t

T

.                   (17) 

Докажем, что функция ),( txv  тождественно равна нулю. 

 Умножим обе части уравнения (15) на функцию ),(2 txvt  и 

проинтегрируем полученное равенство по x  от 0  до 1  : 

  

1

0

1

0

1

0

),(),(2),(),(2),(),(2 dxtxvtxvdxtxvtxvdxtxvtxv tttxxtxxttt  

.)0(0),(),(2),(),(2

1

0

1

0

Ttdxtxvtxvdxtxvtxv tttxxxxtxxxx                   (18) 

 Пользуясь граничными условиями (16) имеем: 

 

1

0
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1

0
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dt

d
dxtxvtxv tttt  
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






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d
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,)0(,)),(),(),(2)),0(),0(),1(),1((2
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
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


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 Тогда, из (18) имеем: 

 

  
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dt
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d
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d
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)0(0),(
1

0

2 Ttdxtxv
dt

d
txx    
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   
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 Отсюда, с учетом (17), получаем: 
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 Таким образом: 

.0)0( Cy  

 Следовательно, 
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0),(),(),(),(),(
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1
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1

0

22     dxtxvdxtxvdxtxvdxtxvdxtxv txxxxtxxt  

Отсюда, заключаем, что 

).0,10(0),(
,0),(,0),(,0),(,0),(

Ttxtxv
txvtxvtxvtxv

txx

xxtxxt




 

Откуда, следует тождество 

  ).0,10(),( 0 TtxCconsttxv  . 

Пользуясь нелокальным условиям (6), имеем: 

0)0,( 0 Cxv . 

Тем самым доказано, что 

     ).0,10(0),( Ttxtxv  . 

 Таким образом, если существуют два решения ),(1 txu  и 

),(2 txu задачи (1)-(3),(5),  то ),(),( 21 txutxu  . Отсюда следует, что если 

решение задачи (1)-(3),(6) существует, то оно единственное. Теорема 

доказана.  

         С помощью леммы 1, из последней теоремы немедленно вытекает 

единственность  исходной задачи (1)-(5).  

Теорема 2.  Пусть выполняются условия теоремы 1 и   

,0)1(,]1,0[)( 3   Cx  

1

0

0)( dxx , 

0)1(,]1,0[)( 3   Cx  

1

0

0)( dxx , 

)(),( TDCtxf  , )0(0),(

1

0

Ttdxtxf  . 

Тогда задача (1)-(4) не может иметь более одного классического решения. 

 

4.Разрешимость краевой задачи 

 Классическое решение задачи (1)-(3), (5) будем искать в виде 

   





0

,cos)(),(
k

kk xtutxu                                                                         (19) 

где 

,...)2,1,0(cos),()(

1

0

  kxdxtxumtu kkk  , 
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 причём                                     

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






.,...2,1,2

,0,1

k

k
mk  

 Применяя формальный метод Фурье, из (1), (2) получаем: 

,0;2,1,0),()()()()1( 4242 Ttktftutu kkkkkkk                          (20) 
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Решая задачу  (20),(21)  находим: 
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              (23) 

где 
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После подстановки выражения )(tuk ,...)1,0( k  в (19), для 

определения ),( txu  решения ),( txu  задачи (1)- (3), (5) получаем: 




























 

tTT

dftdttutPtdttutPtxu
0

0

0

020

0

010 )()()()()()(),(   

                    

 


 



































1 0

2

0

1 sin)()(
1

cos)()(
k

k

T

kk

k

k

T

kk tdttutPtdttutP 


  
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.cos)(sin)(
)1(

1

0

42
xdtf kk

t

k

kkk


 







                                          (24) 

Таким образом, решение задачи (1)-(3), (5) свелось к решению (24). 

Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-(3), (5) 

важную роль играет следующая  

Лемма 2. Если ),( txu  – любое решение задачи (1)-(3), (5), то 

функции 

,...)1,0(cos),()(

1

0

  kxdxtxumtu kkk   

удовлетворяют системе, состоящей из уравнений (22), (23).  

Доказательство. Пусть ),( txu  – любое решение задачи (1)-( 3), (5). 

Тогда умножив обе части уравнения (1) на функцию xm kk cos  

,...)2,1,0( k , интегрируя полученное равенство по x  от 0 до 1 и 

пользуясь соотношениями 

),2,1,0()(cos),(cos),(

1

0

2

21

0














  ktuxdxtxum

dx

d
xdxtxum kkkkttk   

),2,1,0()(cos),(cos),( 2
1

0

2
1

0















  ktuxdxtxumxdxtxum kkkkkkxxk 

 

),2,1,0()(cos),(cos),( 2
1

0

2
1

0















  ktuxdxtxumxdxtxum kkkttkkkttxxk 

 

),2,1,0()(cos),(cos),( 4
1

0

4
1

0















  ktuxdxtxumxdxtxum kkkkkkxxxk 

 

),2,1,0()(cos),(cos),( 4
1

0

4
1

0















  ktuxdxtxumxdxtxum kkkttkkkttxxxxk   

получаем, что удовлетворяется уравнение (20).  

 Аналогично, из (2) получаем, что выполняется условие  (21). 

 Таким образом, ,...)2,1,0()( ktuk  является решением задачи (20), 

(21). А отсюда, непосредственно следует, что функции )(tuk ,...)2,1,0( k  

удовлетворяют на ],0[ T  системе (22), (23). Лемма доказана.  
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 Очевидно, что если  

1

0

,...)2,1,0(cos),()( kxdxtxumtu kkk   является 

решением системы (22), (23), то xtutxu k
k

k cos)(),(
0






  является 

решением  (24).   

Из  леммы 2следует, что имеет место следующее  

Следствие. Пусть система (24) имеет единственное решение. Тогда 

задача (1)-(3), (5) не может иметь более одного решения, т.е. если задача (1)-

(3), (5) имеет решение, то оно единственно. 

1. Обозначим через 
5

,2 TB [6] совокупность всех функций вида 

)(cos)(),(
0

 kxtutxu k

k

kk 




, 

рассматриваемых в 
T

D , где каждая из функций ,...)1,0()( ktuk   

непрерывна  на ],0[ T  и 

.)()()(
2

1

1

2

],0[

5

],0[0 















 


k
TCkkTC

tutuuJ   

Норму в этом множестве определим так: 

)(),( 5
,2

uJtxu TB T

 . 

Теперь рассмотрим в пространстве 
5

,2 TB  оператор  







0

cos)(~),(~),,(
k

kk xtutxubau  ,   , 

а )(~
0 tu  и )(~ tuk  и  равны соответственно правым частям (22) и (23). 

Очевидно, что 

3
1

2

2
,2

3

1


k

k


 . 

Тогда, имеем: 

     













 

2

1

0

2

000],0[0 )()(~
T

TC
dfTTTtu      

  ,)()()(
],0[0],0[2],0[1 TCTCTC

tutPTtPT                                         (25) 
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
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
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
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




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
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








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0
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1

1

25
2

1

1
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1

2

],0[

5

))((15

)(15)(5))(~(

T

k

k

k

k

kk

k

kk

k
TCkk

dfT

tu




 

.))(())(3)((5
2

1

1

2

],0[

5

],0[2],0[1 







 



k
TCkkTCTC

tuTtPtP                        (26) 

Предположим, что данные задачи (1)- (3), (5) удовлетворяют 

следующим условиям: 

1. ;0)1()0()1()0(),1,0()(,]1,0[)( 2

)5(4   LxCx   

2. ;0)1()0()1()0(),1,0()(,]1,0[)( 2

)5(4   LxCx  

3. );(),(),(),( 2 TxT DLtxfDCtxf      

4. ].,0[)(),( 21 TCtPtP    

Тогда из (17)-(18) имеем: 

                       ,),()()(),(~
5
,2

5
,2 TT BB

txuTBTAtxu                                        (27) 

где 

)()1,0()1,0(1
222

),()()()(
T

DLLL
txfTTxTxTA    

          ,),(15)(15)(5
)()1,0(

)5(

)1,0(

)5(

222 TDLx
LL

txfTxx    

.)()15()()51()(
],0[2],0[11 TCTC

tPTTtPTTC   

 

Итак, можно доказать следующую теорему: 

Теорема 3. Пусть выполнены условия 1-4 и 

1)()2)((  TBTA .                                           (28) 

Тогда задача (1)-( 3),(5) имеет в шаре )2)(||(|| 5  TARzKK
TER  

пространства 
5
TE  единственное решение. 

Доказательство. В пространстве 
5

,2 TB  рассмотрим уравнение  

zz  ,                                                     (29) 

где  uz  , оператора )(u  определены правыми частями уравнений  (24).  

Рассмотрим оператор )(u  в шаре RKK   из 
5

,2 TB . Аналогично 

(27) получаем, что для любых RKzzz 21,,   справедливы оценки: 

      ,),()()( 5
,2

5
,2 TT BB

txuTBTAz                                        (30) 
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5
,2

5
,2

),(),()( 2121
TT BB

txutxuTBzz                                     (31) 

Тогда, из оценок (30), (31), с учетом (28), следует, что оператор   

действует в шаре RKK   и является сжимающим. Поэтому в шаре RKK   

оператор   имеет единственную неподвижную точку }{u , которая является 

в шаре RKK   единственным решением уравнения (29), т.е }{u  является в 

шаре RKK   единственным решением системы (24). 

Функция ),( txu , как элемент пространства ,5

,2 TB  имеет непрерывные 

производные ),(),,(),,(),,(),,( txutxutxutxutxu xxxxxxxxxx  в 
T

D .  

Из (11) нетрудно видеть, что  


















 









2

1

1

2

],0[

5
2

1

1

2

],0[

5 ))((2))((
k

TCkk

k
TCkk tutu   

.),(2
)1,0(],0[

2LTCx txf  

Отсюда следует, что ),( txutt , ),( txuttx , ),( txuttxx , ),( txuttxxx , ),( txuttxxxx  

непрерывны в TD .  

Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3) и (5) удовлет-

воряются в обычном смысле. Следовательно, ),( txu  является решением 

задачи (1)- (3),  (5), причем, в силу следствие  леммы 2, оно единственное в 

шаре RKK  . Теорема доказана.  

С  помощью теорема  1 доказывается следующая 

Теорема 4. Пусть выполняются все условия теоремы 3, 

0D , 01 D и  

 

1

0

0)( dxx ,  

1

0

0)( dxx , )0(0),(

1

0

Ttdxtxf  . 

Тогда задача (1)-( 4) имеет в шаре )2)(||(|| 5
,2

 TARzKK
TBR  из 

5

,2 TB  единственное классическое решение. 

Заключение: Рассматривается краевая задача для уравнения с 

частными производными шестого порядка типа Буссинеска с двойной 

дисперсией. Доказаны теоремы существование и единственности 

классического решения.  
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Abstract: One boundary-value problem for the Boussinesq equation of the six 

order with double variance and  integral  conditions is investigated. First, the initial  

problem is reduced to the equivalent problem, for which the theorem of existence and 

uniqueness of solution is proved. Then, using these facts the existence and uniqueness of 

classical solution of the initial problem is proved. 

            Keywords: Boussinesq equation of  the six order, existence, uniqueness, classical 

solution. 
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